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Абстракт.  Рассматриваемая работа посвящена исследованию решения задачи Коши 

для обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с дробными 

производными в подчиненном члене. Исходное уравнение преобразуется в 

интегральное уравнение Вольтерра второго рода относительно второго производного 

искомой функции, где ее решение определяется с помощью резольвентного ядра в 

виде ряда Неймана, который может хорошо поддаваться нахождению численных 

решений. Результаты иллюстрируются на одном конкретном примере. 
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1. Введение   
Как известно, дифференциальные уравнения колебательных систем  

[13,16,20,23] играют важную роль в решении некоторых технических задач, 

как  управление спутниками [14, 22], роботами [15,17,18,21], добычей нефти 

штанг-насосной  установкой  [4, 8]  и т. д. Однако когда плунжер двигается 

внутри Ньютоновской жидкости, смысл уравнения КС полностью меняется и 

в  дифференциальных уравнениях в подчиненном члене появляется дробное 

производное [3,6, 10], которое резко отличается от классической  постановки 

[12]  и требуются дополнительные исследования. 

В данной работе в отличии [1, 2, 5, 7, 11] сначала обыкновенное 

дифференциальное уравнение второго порядка с дробной производной сводим 

к интегральному уравнению Вольтерра (ИУВ) второго рода [9,19] 

относительно второго производного искомой функции. Далее с помощью 

метода последовательных подстановок решение интегрального уравнения 

получается в виде ряда Неймана с помощью соответствующего 

резольвентного ядра. Этот вид решения является удобным для численного 

расчета. Результаты  иллюстрируются одним простым примером.   

 
*The work was presented at the webinar of the Institute of Applied Mathematics 09/02/2021  
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2. Постановка задачи 

Рассмотрим задачу Коши для обыкновенных линейных дифференциальных 

уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами, подчиненный 

член в котором содержит производное с дробным порядком  (1,2)   , т.е. 

 

,  (1,2)    0,>     xf(x),=by(x)+y(x) aD+(x) 'y'                                        (1) 

 

                                                                                                                                 

(2)             

 

 

где  b a, и 10y  заданные вещественные постоянные числа, f(x) -заданная  

вещественнозначная  непрерывная функция, y(x)-искомая функция, (1,2)   

 

3. Преобразование уравнений задачи Коши 

Уравнения (1) преобразуем так, чтобы все слагаемые, входящие в левую часть 

содержали лишь второе производное         

                                   ,  y(x) DDy(x) D 1−= 

                                                                    (3)
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учитывая что 0-2  , получим: 
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При получении (4) учитывали первое начальное условие (2). Еще раз  проводя 

интегрирование по частям, имеем:       
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При получении (5) опять использовано начальное условие (2). Подставляя (5) 

в (3) имеем: 
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Теперь рассмотрим третье слагаемое в левой части (1), т.е.    
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Подставляя (6) и (7) в уравнения (1), получим:
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или же  
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Таким образом, обыкновенное линейное дифференциальное уравнение 

второго порядка с постоянными коэффициентами,  имеющий подчиненный 

член с дробными  производными (1) сведено к интегральному уравнению 

Вольтерра второго рода (8), которое хорошо поддается  исследованию методом 

последовательных подстановок.       

 

4. Метод последовательных подстановок 

Определяя z(t) из интегрального уравнения (8) и подставляя ее в то же 

уравнение под знаком интеграла, имеем:  
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Принимая обозначения: 
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интегральное уравнение Вольтерра второго рода (8) после итерации 

приведенный к виду (12) примет вид:  
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Принимая обозначения:  
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Продолжая этот процесс последовательных подстановок после (n-1) –й 

итерации получим:   

)()()()1()(

0

xFdttztxKxz n

x

n
n +−−=                                                                                  (21) 

где 

  dtKxKtxK

x

t

nn )()()( 11 −−=−  −                                                                  (22) 

dttFtxKxFxF

x

k

n

k

k

n )()()1()()(
0

1

1
 −−+=

−

=

                                                           (23) 

5. Сходимость и резольвента ядра 

Пусть имеет место следующее ограничение:  
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Продолжая этот процесс оценивания имеем:    
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Таким образом для примера получаем: 
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Вычисление итерации ядер: 
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делая замену 

)-(xt-x = ,   )-(xt −= x  , )-(x)(-t  −= x  

имеем
 

 



 Ф.А. АЛИЕВ, Н.А. АЛИЕВ  , И.А.МАГЕРРАМОВ, Е.В.МАМЕДОВА-ОБ ОДНОМ НОВОМ... 

 37 

( ) ( )
( ) )!23(

)(

)!23(

)!1(

))!1((

)(

24))!1((

22
)(

))!1((

)-(1
)(

)(
)!1(

)1()-(x

)!1(

)-(x

)!1(

)-(t

)!1(

t)-(x

232

2

23

2

23

1

0

2

1)2(1)2(
23

110

1

1111



















































−

−
=

−

−

−

−
=

−−

−−
−=

=
−

−=

=−
−

−


−
−=

−−

−−
−

−−−−
−

−−−−−−





xx
x

dx

dxdt

x

                            (32) 

 

)!3(

)-(x

)!3(

)!1(

)!1(

)-(x

)1(
)!1(

1
)-(x

)d-(x)1()-(x
)!1(

)-(x
)-(t

)!1(

t)-(x

33

13

1

0

1)2(3

0

1

111




































−
=

−

−

−
=

=−
−

=

=−
−

−=
−

−−

−−−−

−−−





d

dt

x

                                            (33)   

 

)!3(

)(

)!3(

)!1(!1

)!1(

1
)(

)-(1
)!1(

1
)(

)(
)!1(

)1()-(x
)(

)!1(

)-(t
t)-(x

3
3

1

0

1)2(123

0

1

111




































−

−
=

−

−

−
−=

=
−

−=

=−
−

−
−−=

−

−
−

−−−−

−−−





x
x

dx

dxxdt

x

                                               (34) 

 

!3

)-(x

!3

!1!1
)-(x

)1()-(x)d-)(x-)(1-(x)-(x)-(tt)-(x

3
3

12

1

0

123

0

1








=


=

=−=−= −−

 ddt

x

                   (35) 

 

Подставляя (32)-(35) в (31), получим: 
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Вычислим интегралы входящие в правую часть соотношения (37), 
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Подставляя (38)-(43) в (37) для третьей итерации ядра получим: 
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Продолжая этот процесс вычисления для n-й итерации ядра 𝐾𝛼(𝑥 − 𝑡), 
получим: 
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Тогда задача Коши  (1)-(2), приведенная к виду (30), с  учетом  (45) 

представляется с помощью следующего выражения     
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Сходимость ряда в (46) доказана выше.  

Интегрируя (46) два раза и учитывая условие (2), имеем:    
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которое является решением задачи Коши (1)-(2). 

Заключение: Приводится новый аналитический вид решений 

дифференциальных уравнений колебательных систем с жидкими демпферами, 

который может быть успешно применен для нахождения числа дробных 

производных с помощью заданных статистических данных 
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ON A NEW METHOD FOR SOLVING THE CAUCHY PROBLEM FOR THE 

EQUATION OF OSCILLATORY SYSTEMS WITH LIQUID DAMPERS 

 

Fikret A. Aliev, N. A. Aliev, I. A. Maharramov, Y. V. Mamedova 

 

 

Abstract. This work is devoted to the study of the solution of the Cauchy problem for 

ordinary differential equations of the second order with fractional derivatives in the 

subordinate term. The original equation is transformed into an integral Volterra equation of 

the second kind with respect to the second derivative of the desired function, where its 

solution is determined using a resolvent kernel in the form of a Neumann series, which can 

be well suited to finding numerical solutions. The results are illustrated with one specific 

example. 

 

Keywords: ordinary differential equations of the fractional derivative of the Cauchy 

problem, Volterra integral equation, kernel resolvent, Neumann series. 
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